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1. Zahlensysteme

Im Alltag beschiftigen wir uns in der Regel nur mit dem dezimalen Zahlensystem. Es
gibt jedoch einige Anwendungen, zum Beispiel in der digitalen Schaltungstechnik, fiir
die andere Zahlensysteme sinnvoller sind. Auch wenn die Zahlensysteme auf den
ersten Blick sehr unterschiedlich erscheinen, so unterliegen sie alle dem folgenden

Bildungsgesetz:

= 0 <

(1.1)

Dabeiist Xa“pa>odrj bkqg)atbi ebpaabkaWfccboksl oo”c
angibt, die Basis (im Dezimalsystem 10) ist Y und i ist die Stelle (i = -n,...,-

)-).) )Yk&+aAboaWfccboksl oo”qaUajrpparjabf kp
Zahlensystems.

Der Aufbau eines Zahlensystems wird deutlich, wenn man die Summenformel nach

Gl (1.1) auflost.'

_ 3 2 1 0 -1
=..3 7+t 2"t 4 7+t o Tt 1 T
(1.2)

Es zeigt sich also, dass die iiblichen Zahlensysteme Stellenwert-Systeme sind. Jede
Stelle innerhalb einer Zahl ist einem besonderen Vervielfachungsfaktor in Form einer

Potenzzahl zugeordnet.

1.1  Duales Zahlensystem

Das einfachste Zahlensystem das sich realisieren lisst, ist das duale Zahlensystem.

Dieses Zahlensystem hat die Basis 2 und damit kann das Argument nach Gl. (1.1) die

! Vgl. Ekbert Hering,Jiirgen Gutekunst,Ulrich Dyllong. Handbuch der praktischen und technischen
Informatik. S. 26-28
2 Vgl. Klaus Beuth. Digitaltechnik. S. 237
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Werte 0 und 1 annehmen. Daraus wird auch ersichtlich, warum es kein Zahlensystem
mit der Basis 1 geben kann, da dann das Argument nur noch den Wert 0 annehmen

konnte.

Setzen wir nun die Basis 2 in die Gl. (1.1) ein, so erhalten wir fiir das Dualsystem:

= 2 O <2

(1.3)

Im dualen System wird das Argument X auch Bit genannt. Bit ist ein Kurzwort,

welches aus dem Englischen binary digit (binire Einheit) abgeleitet wird.’

Potenzdarstellung 23 22 2! 20
Dezimalwert

0 0 0 0 0

1 0 0 0 1

2 0 0 1 0

8 1 0 0 0

15 1 1 1 1

Tab. 1-1: Zahlenbereich einer 4-Bit Dualzahl

3 Vgl. Ekbert Hering,Klaus Bressler,Jiirgen Gutekunst. Elektronik fiir Ingenieure und
Naturwissenschaftler. S. 404-406
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In der Tabelle 1-1 steht das Bit mit der hochsten Wertigkeit in der linken Spalte. Es
wird als Most Significant Bit (MSB) bezeichnet. Das niederwertigste Bit befindet sich

in der linken Spalte und wird Least Significant Bit (LSB) genannt.

1.2 Hexadezimales Zahlensystem

Die Darstellung von groflen Dezimalzahlen fithrte im dualen Zahlensystem zu Fehlern
und war sehr uniibersichtlich. Aus diesem Grund hat man einzelne Bits
zusammengefasst und auf der Basis des Darstellungsbereiches dieser Bitgruppe ein
neues Zahlensystem aufgebaut.

Die Zusammenfassung von 4 Bit des Dualsystems erwies sich als sinnvolle Teilung.
Im dualen System ermoglichen 4 Bit eine Darstellung von 16 Zustéinden und aus
diesem Grund spricht man vom hexadezimalen Zahlensystem.' Hexaist die
griechische Vorsilbe fiir die Zahl sechs und Dezi kommt vom dem lateinischen Wort
decimus, welches zehnter bedeutet.” Im hexadezimalen Zahlensystem werden also 10
Ziffern von 0 bis 9 und 6 Buchstaben von A bis F fiir die Darstellung verwendet. Die

Basis des Zahlensystems ist 16 und somit gilt:

= 16 0< <16

(1.4)

Um eine einstellige Schreibweise zu gewihrleisten, werden im hexadezimalen
Zahlensystem die Zahlen 10 bis 15 durch die Buchstaben A bis F dargestellt.
Beim hexadezimalen Zahlensystem erfolgt bei Uberschreitung des
Darstellungsbereiches ein Ubertrag auf die nichsthohere Basisgruppe. Dies ist

also erst bei , also 15 der Fall. Die Zahl 16 wiirde sich somit als

10 darstellen lassen.®

4 Ebd. S. 407
’ Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Dezi
b Vgl. Ekbert Hering,Jiirgen Gutekunst,Ulrich Dyllong. 2000. S. 28-30
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1.3  Dezimales Zahlensystem

Heute ist es iiblich die Zahlen in der Dezimalschreibweise darzustellen. Im

Dezimalsystem gibt es zehn verschiedene Wf ¢ ¢ b ok & %- ) . ) / Darstpllang) at bi ~ e
der Zahlen dienen. Zahlen die in diesem System dargestellt werden, nennt man

Dezimalzahlen und jede Ziffer hat den zehnfachen Stellenwert der ihrer rechts

folgenden Ziffer.”

1 Beispiel:
3892 =3-10%+ 8-10%2+ 9-101 + 2100

Wir gelangen zum oben genannten Beispiel, indem wir die Basis 10 in die Gl. (1.1)

einsetzen:

(1.5)

Das Dezimalsystem hat sich aufgrund seiner relativ einfachen Handhabung
durchgesetzt. Die speziellen Rechenverfahren sind verhéltnisméflig iiberschaubar und
einfach durchzufiihren. Es reicht in der Regel aus das kleine 141 und 1x1 zu
beherrschen, um beliebig grofle Zahlen zu addieren und zu multiplizieren. Zwar wéren
die benotigten Grundkenntnisse bei einer Basis kleiner 10 noch geringer, jedoch
wiirden dadurch léingere und uniibersichtlichere Zahlenworter entstehen. Den grofiten
Einfluss hatten sicherlich unsere zehn Finger, die schon immer zum Z#hlen und

Rechnen benutzt wurden. ®

" Vgl. Arnfried Kemnitz. Mathematik zum Studienbeginn: Grundlagenwissen fiir alle technischen,
mathematisch-naturwissenschaftlichen und wirtschaftswissenschaftlichen Studiengéinge. S. 14

8 Vgl. Hans-Joachim Gorski. Leitfaden Arithmetik fiir Studierende der Lehramter. S. 127
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2. Umrechnen zwischen Zahlensystemen

Hé#ufig ist es unerliisslich zwischen zwei Zahlensystemen zu wechseln. Aus diesem
Grund sollen im folgenden Kapitel Methoden zur Umrechnung zwischen den

Zahlensystemen gezeigt werden.

2.1 Umwandlung von Dual in Dezimal

Wir kénnen Dualzahlen mit Hilfe der Gl. (1.2) in Dezimalzahlen umrechnen. Gegeben
sie die Zahl 1001. Wir kennen die Stellenwerte der Zahl, ihre Basis (zwei) und die
einzelnen Argumente. Jetzt konnen wir die Werte in Gl. (1.2) eintragen und

erhalten:’

1-22+0-22+0-21+1.20
910

=
1

2.2 Umwandlung von Hexadezimal in Dezimal

Bei den Hexadezimalzahlen kénnen wir uns derselben Gleichung wie in
vorhergehenden Punkt 2.1 Umwandlung von Dual in Dezimal bedienen. Alles was wir
tun miissen, ist es die Basis durch die Zahl 16 zu ersetzen.

Gegeben sei die Hexadezimalzahl FA6B, dann erhalten wir nach Einsetzen in

Gl. (1.2) folgende Werte:

15-16%+ 10-16%2+ 6-16 + 11 -16°
641074,

=
I

Hierbei ist es wichtig die Argumente, welche im Hexadezimalsystem auch mit
Buchstaben dargestellt werden konnen (siehe 1.2 Hexadezimales Zahlensystem)n die

entsprechenden Werte des Dezimalsystems umzuschreiben."

? Vgl. Manfred Dausmann,Ulrich Brockl,Joachim Goll. C als erste Programmiersprache: Vom
Einsteiger zum Profi. S. 563
10 Ebd.

Seite 8



2.3 Umwandlung von Dezimal in Dual

Bei der Konvertierung aus dem Dezimal- in das Dualsystem bedienen wir uns der
Divisionsmethode. Sie ist besonders einfach durchzufiithren, weil die Rechnung
dezimal erfolgt.

In unserem Beispiel méchten wir die Dezimalzahl 110 konvertieren.

1 1100 2 = 55 Rest 0 LSB
55: 2 = 27 Rest 1
27 2 = 13 Rest 1
13: 2 = 6 Rest 1
6: 2 = 3 Rest 0
3: 2 = 1 Rest 1
1: 2 = 0 Rest 1 MSB

Daraus folgt 1109 = 1101110,. Der Stellenwert wird nach der Reihenfolge bestimmt
und so ist unser Rest der ersten Division das Least Significant Bit und unser Rest der

letzten Division das Most Significant Bit."

2.4 Umwandlung von Hexadezimal in Dual

Die Umwandlung von Hexadezimal in Dual ist sehr einfach. Im Hexadezimalsystem
lassen sich 4 Bit mit einer Ziffer darstellen. Eine Hexzahl wird deswegen in 4 Bits,

d.h. eine sogenannte Tetrade umgewandelt."

1 FA5;, = (1111 1010 0101),
F A 5,

1 Vgl. Roland Woitowitz,Klaus Urbanski. Digitaltechnik: Ein Lehr- und Ubungsbuch. S. 4
2 Vgl. Manfred Dausmann. 2008. S. 567
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2.5 Umwandlung von Dual in Hexadezimal

Bei der Umwandlung von Dual in Hexadezimal geht man einfach den umgekehrten
Schritt wie bei Punkt 2.4. Anhand eines Beispiels wird dieses sehr einfach deutlich.
Nehmen wir die Dualzahl 10101101. Diese teilen wir jetzt in zwei 4-Bit-Blocke auf,
also 1010 1101. Wie wir wissen kénnen wir einen 4-Bit-Block einfach mit einem

Hexadezimalwert darstellen.

1 10101101, = A Cy
1010 1101,
2.6 Umwandlung von Dezimal in Hexadezimal

Beim Konvertieren einer Dezimalzahl in eine Hexadezimalzahl wird dasselbe

Verfahren wie in Punkt 2.3 Umwandlung von Dezimalin Dual angewandt.

T 1023: 16 = 63 Rest 15 - F
63: 16 = 3 Rest 15 - F
3: 16 = 0 Rest 3 -3

Auch hier wird die Hexadezimalzahl wieder von oben nach unten gelesen. Wir
erhalten also FF3,,. Wie schon bei der ersten Divisionsmethode ist das

Abbruchkriterium erreicht, sobald das Ergebnis gleich null ist."

3 Vgl. Thomas Miiller,Hans Kiser,Rolf Giibeli,Rolf Klaus. Technische Informatik. S. 20
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3. Rechnen mit Dualzahlen

Digitalrechner arbeiten fast ausnahmslos mit Dualzahlen. Aus diesem Grund wird im
folgenden Kapitel auf die Besonderheiten der Dualarithmetik eingegangen.

Voraussetzung dafiir ist die Kenntnis der arithmetischen Operationen."

3.1 Addieren mit Dualzahlen

Die Addition von Dualzahlen lisst sich vollig analog zu der Addition von
Dezimalzahlen ausfithren. Jedoch muss unbedingt beachtet werden, dass der Ubertrag
zu einer hoheren Stelle bereits bei 1 + 1 = 10, auftritt. Daraus ergeben sich bei
groBen Zahlen sehr viel mehr Ubertriige als im Dezimalsystem, da aber Digitalrechner

stets nur zwei Summanden addieren, ist diese Schwierigkeit fiir sie unerheblich.

T 0 + 0 = 0
0 + 1 = 1
1 + 0 = 1
1 + 1 = 10
1 + 1 - 1 = 11

Ein weiteres Beispiel fiir die Addition zweier Dualzahlen. Wir Uberpriifen das

Ergebnis im Dezimalsystem. Wir mochten die Dualzahlen 110101 und 10011 addieren.

i 110101 Kontrolle mittels Dezimalrechnung: 53
+ 100111 +39
1011100 _92

Wir sehen also, dass die Addition von Dualzahlen bei Beriicksichtigung des Ubertrags

sehr einfach ist."

" Vgl. Lorenz Borucki. Digitaltechnik. S. 12
5 Vgl. Wolfgang Boge. Arbeitshilfen und Formeln fiir das technische Studium. 4. Elektrotechnik. S.
196
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3.2 Subtrahieren von Dualzahlen

In Computersystemen wird die Subtraktion von Dualzahlen auf eine Addition
zuriickgefiithrt. Hierfiir wird vom Subtrahend das Komplement gebildet und zum
Minuenden addiert. Im dualen Zahlensystem erfolgt die Komplementbildung durch
einfaches Invertieren.

Im Folgenden werden wir zwei Beispiele anfiihren, bei welchen wir mit Hilfe der oben

genannten Methode zwei Dualzahlen subtrahieren werden.

91 Beispiel 1:
00110111, = 55, = Minuend
-00011010, = -26,, = Subtrahend

Schritt 1: Bilden des Komplements und Addition
00110111

+11100101

111 111

100011100 Zwischenergebnis mit Ubertrag

Schritt 2: Der Ubertrag, welcher im Zwischenergebnis auftaucht, zeigt an, dass
das zu erwartende Ergebnis eine positive Zahl sein wird. Mittels einer
Korrekturaddition muss dieser Ubertrag zur wertniedrigsten Stelle des
Zwischenergebnisses addiert werden.'

00011100
+ 1

00011101, = 29,

6 Vgl. Burkhard Kainka,Martin HiBler,Hans-Werner Straub. Grundwissen Elektronik: Die Grundlagen
der Elektronik fiir Hobby, Ausbildung und Beruf. S. 28
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Beispiel 2:

00011010, = 26, = Minuend
-00110111, = -05,, = Subtrahend

Schritt 1: Bilden des Komplements und Addition
00011010
+11001000
11
11100010  Zwischenergebnis

Schritt 2: Bei dieser Rechnung gibt es keinen Ubertrag, aus diesem Grund
wird das zu erwartende Ergebnis negativ sein. Deshalb ist vom

Zwischenergebnis das Komplement zu bilden.'

Zwischenergebnis 11100010
Komplement 00011101, = 29,

4. Funktionsweise von Halb- und Volladdierern

Bei Addierern handelt es sich um Grundschaltungen, diese verarbeiten auf Basis der
bindren Addition Dualzahlen. Die Addition von Dualzahlen setzt sich aus einer
Summenbildung, mit Hilfe der ANTIVALENZ-Operation und einer Ubertragsbildung
fiir alle beteiligten Eingangsvariablen zusammen.

Addierer welche den Ubertrag aus einer vorherigen Schaltung nicht beriicksichtigen,
werden Halbaddierer genannt. Beriicksichtigen die Addierer den Ubertrag aus der

vorherigen Schaltung, so werden sie Volladdierer genannt.'

"Vgl. Ebd. S. 28-29
8 Vgl. Gerd Scarbata. Synthese und Analyse digitaler Schaltungen. S. 180

Seite
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4.1 Halbaddierer

Die Anordnung zur Addition zweier Bits ist in Bild 4.1 zu sehen. Fiir die beiden Bits,
welche addiert werden sollen, besitzt das Modul jeweils einen Eingang (x,, X;).
Auflerdem besitzt es einen Ausgang fiir das Ergebnisbit s und einen weiteren Ausgang

fiir das Ubertragungsbit in die nichste hohere Stelle.”

«.d T}s

0
Xy — il

Bild 4.1: Schaltungssymbol eines Halbaddierers

Das Ergebnisbit s erhéilt man durch folgende Gleichung:

=(o 1) (o 1)

(4.1)

Aus der Gl. (4.1) lisst sich erkennen, dass es sich um eine Exklusiv-ODER-
Verkniipfung handelt.
Das Ubertragsbit ii ergibt sich aus folgender Gleichung:

(4.2)

Hierbei handelt es sich um eine einfache UND-Verkniipfung.

9 Vgl. Berend Brouér. Steuerungstechnik fiir Maschinenbauer. S.70

0 Gerd Scarbata. 2001. S. 180
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4.2 Volladdierer

Im Gegensatz zum Halbaddierer, beriicksichtigt der Volladdierer das Ubertragungsbit
der vorhergehenden Stelle.

Der Volladdierer besitzt damit drei Eingéinge und zwei Ausgéinge. Fiir die beiden zu
addierenden Bits besitzt er jeweils einen Eingang und fiir das Ubertragsbit der
vorhergehenden Stelle einen weiteren. Ein Ausgang gibt das Ergebnis aus, wihrend

der andere das Ubertragsbit in die nichste hohere Stelle angibt.”

Bild 4.2: Schaltungssymbol eines Volladdieres®

Das Ergebnis s erhilt man durch folgende Gleichung:

(4.3)

Das Ubertragsbit ii ergibt sich aus folgender Gleichung:

(4.4)

2 Vgl. Berend Brouér. 1995. S. 71
2 Gerd Scarbata. 2001. S. 181
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5. Binér-dezimale Codes (BCD-Codes)

Codes, bei denen lediglich die zehn Dezimalziffern 0 bis 9 durch Kombinationen von
Binérstellen codiert werden, nennt man Binér-dezimale Codes. Die Stellenaufteilung
der Dezimalzahl bleibt also bei Uberfiihrung von Dezimalzahlen in einen BCD-Code
erhalten. Im BCD-Code stellt sich die Zahl durch eine Anzahl von Blocken dar, dabei
entspricht jeder Block einer Stelle einer Dezimalzahl.

Mochte man zehn Zeichen binér codieren, ben6tigt man mindestens vier Bits. Mit
vier Bits ist es jedoch moglich 2' = 16 Zeichen zu bilden. Von diesen 16 werden nur
10 verwendet, so dass die anderen 6 ausgeklammert werden konnen. Trotzdem
bleiben 2*1/6! = 2,9-10" Codierungsmoglichkeiten. Bei so vielen Moglichkeiten stellt
sich natiirlich die Frage, nach welchen Gesichtspunkten ein Code ausgewihlt werden
soll. Wichtige Kriterien dafiir sind die Bewertbarkeit, die Rechenfihigkeit, die

Abtastsicherheit und die Ubertragungssicherheit.”

5.1 8-4-2-1 Code

Bei diesem Code wird die Dezimalzahl durch eine vierstellen Dualzahl dargestellt. Die

einzelnen Stellen haben die Wertigkeit 8,4,2,1, daher wird er 8-4-2-1 Code genannt.

Dezimalziffer | 8-4-2-1 Code | Dezimalziffer | 8-4-2-1 Code
0 0000 5 0101
1 0001 6 0110
2 0010 7 0111
3 0011 8 1000
4 0100 9 1001

Tab. 5-1: Dezimalzahl zu 8-4-2-1 Code

% Vgl. Lorenz Borucki. 2000. S.18
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Von den 16 moglichen Kombinationen werden nur zahn benutzt. Die {ibrigen sechs,
von 1010 bis 1111, werden als Pseudotetraden bezeichnet.
Wie in diesem Code Addiert und Subtrahiert werden kann, wird in Kapitel 3

ausfiithrlich erklart.

5.2 2-4-2-1-Aiken-Code

Im Aiken-Code finden die ersten fiinf und die letzten fiinf Tetraden, der vorhanden 16
Moglichkeiten, Verwendung. In diesem Code besitzen die einzelnen Stellen eine
Wertigkeit von 2,4,2,1.

Beim Aiken-Code sind folgende Rechenregeln zu beachten:

I Entsteht beim Addieren zweier Aiken-Tetraden eine Pseudotetrade mit
Ubertrag in eine 5. Stelle, so wird die Zahl 0110 vom Ergebnis subtrahiert.

1 Sollte bei der Addition eine Pseudotetrade ohne Ubertrag entstehen, so wird
die Zahl 0110 zum Ergebnis addiert.*

5.3 3-ExzeB3-Code

Bei diesem Code werden von den 16 moglichen Tetraden nur die ersten und letzten
drei verwendet. Die ersten und letzten drei Moglichkeiten werden also als
Pseudotetraden bezeichnet.

Beim Exzef3-Code ist der Wert, sollte man ihn als Dualzahl betrachten, stets um drei
grofler als der Wert der zugehorigen Dezimalzahl.

Beim Exzef3-Code sind folgende Rechenregeln zu beachten:

f Entsteht beim Addieren zweier Exze-Tetraden kein Ubertrag in eine 5. Stelle,
so wird die Zahl 0011 vom Ergebnis subtrahiert werden.
f Sollte bei der Addition ein Ubertrag in eine 5. Stelle entstehen, so wird die

Zahl 0011 zum Ergebnis addiert.”

# Vgl. Klaus Beuth. 1991. S. 257
% Vgl. Ebd. S. 255-256
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6. Gray-Code

Beim Gray-Code indert sich beim Ubergang von einer Tetrade zur nichsten immer
nur eine Stelle von 1 auf 0 oder 0 auf 1. Insgesamt éndert sich also immer nur ein Bit

der Tetrade. In der Regel wird immer ein moglichst weit rechts liegendes Bit

gedndert.
Dezimalziffer | Gray-Code
0 0000
1 0001
2 0011
3 0010
4 0110
5 0111
6 0101
7 0100
8 1100
9 1101

Tab. 6-1: Dezimalzahl zu Gray-Code

Der Gray-Code gehort zu der Klasse der einschrittigen Codes, wihrend BCD-Codes

oft mehrere Schritte von einer zur nichsten Tetrade machen.

Seite
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7. Fehlererkennende und fehlerkorrigierende Codes

Es ist nur moglich Fehler zu erkennen, wenn mehr Informationen als benotigt
iibertragen werden. Das heift, dass die Information iiberschiissige Daten enthilt.
Diese zusiitzliche Information wird auch Redundanz genannt.
Bei einem fehlererkennenden Code ist die Redundanz geringer als bei einem
fehlerkorrigierenden Code.
Bei einem fehlererkennende Code reicht oft eine geringfiige zusétzliche Information.
Beispielsweise reicht es, bei einer vierstelligen Dualzahl eine weitere hinzuzufiigen.
Diese zusiitzliche Stelle zeigt dann an, ob die gegeben Zahl gerade oder ungerade sein
soll. Dank diesem Verfahren ist es moglich Fehler bei der Ubertragung zu erkennen.
Bei dem fehlerkorrigierenden Verfahren miissen viel mehr Informationen hinzugefiigt
werden, so dass eine vierstellige Dualzahl aus bis zu sieben Stellen bestehen kann.
Dank dieser Moglichkeit der Fehlererkennungen und Fehlerkorrigierung sind

eine Vielzahl neuer Codes entstanden.?

% Vgl. Ebd. S. 271
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8. Funktionsweise eines Codeumsetzers

In einigen Fillen ist es notig, innerhalb des Prozesses den Code zu wechseln. Diese
Funktion erfiillen die Codeumsetzer, welche einen Code in einen anderen umwandeln

konnen. Anhand eines Beispiels soll dieser Prozess erldutert werden.

Y Aiken-Code in den 8-4-2-1-Code umwandeln

Zuerst entwerfen wir eine Wahrheitstabelle

Aikon-Code | Dezimalwert | 8-4-2-1-Code
0000 0 0000
0001 1 0001
0010 2 0010
0011 3 0011
0100 4 0100
0101 x x
0110 x x
0111 x x
1000 x x
1000 x x
1001 x x
1010 x x
1011 5 0101
1100 6 0110
1101 7 0111
1110 8 1000
1111 9 1001

Tab. 8-1: Wahrheitstabelle Aikon zu 8-4-2-1

Mit Hilfe dieser Tabelle konnen wir KV-Diagramme erstellen, aus denen wir unsere
Gleichungen fiir die spétere Schaltung ablesen werden. Hierfiir weisen wir jeder Stelle

einen Eingang (e,) und einen Ausgang (e,) zu.
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XK= ] ->x

Bild 8.1: KV-Diagramme zur Umsetzung des Aikon-Codes in den 8-4-2-1-Code”"

Aus den KV-Diagrammen konnen wir folgende Gleichungen ableiten:

T a=¢
2= 42 ¥ (4 2)
a3 = €4-€3 + (e3-€)
4= 3" 2

Aus diesen Gleichungen ist es uns jetzt moglich die Schaltung zu bilden.

2,0~
e;0——m@ -9~
& ,o—¢ *
0 —
3 [ [3 3
[ 3
a, ay a &

Bild 8.2: Umsetzer von Aikon-Code in den 8-4-2-1-Code28

¥ Lorenz Borucki. 2000. S. 206
2 Ebd.
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